6. Fejezet
Természetes levezetési rendszerek

Az el6z6 fejezetekben targyalt kijelentéslogikai kalkulus az Gn. Frege-Hilbert
stilust rendszerek kozé tartozik. Az elsé ilyen kalkulust G. Frege alkotta
meg a 19. szdzad utols6 negyedében, és a modern logikakutatas kezd§ félév-
szazadaban kizarodlag ilyen tipusi rendszereket ismertek és tanulmanyoztak
a logikusok. A Frege-Hilbert stilust kalkulusok kozos jellemz6je, hogy axi-
6maékra és rendkiviil kisszdmu — olykor egyetlenegy — levezetési szabalyra
épiilnek, valamint hogy szabalyaik nem engedik meg ideiglenes, vagyis a
levezetés soran torolhetd feltevések hasznélatdt. Ha egy kijelentést, mely
nem logikai axiéma, felhaszndlunk premisszaként egy Frege-Hilbert stilust
levezetés valamely lépése sordn, akkor az mindenképpen szerepelni fog a

czz

1. Kérdés. Hdny aziomdbdl és hdany levezetési szabdlybol dll az elézd
fejezetben ismertetett Frege-Hilbert stilusu kalkulus?

Filozo6fiai érvekben, matematikai tételek bizonyitasakor vagy akar minden-
napi vitdinkban azonban gyakran taldlkozhatunk pusztén ideiglenes hasz-
néalatra bevezetett feltevésekkel. A jol ismert indirekt bizonyitds mobdszere
(méas néven reductio ad absurdum) pl. a bizonyitandé allitds negacidjat
teszi fel ideiglenesen és ebbdl probal ellentmondésra jutni, de az ilyen mé-
don bizonyitott tétel feltevései kozott mégsem kell szerepeltetniink a kiin-
dulé indirekt feltevést — azt mondhatjuk, hogy ez a feltevés a bizonyitas
egy pontjan torolhetd. Hasonldan, a feltételes bizonyitds modszerével gy
bizonyithatunk be egy A D B alaku allitast a I' premisszahalmazb6él kiin-
dulva, hogy atmenetileg A-t is felvessziik feltevéseink kozé, és a bévitett
"'U{A} halmaz segitségével probaljuk meg igazolni B-t. Ha sikerrel jartunk,
akkor az ideiglenesen felvett A kijelentést ebben az esetben is tordlhetjiik
feltevéseink koziil.

1934-ben egymastol fiiggetleniil G. Gentzen német és S. Jaskowski lengyel
logikus is olyan levezetési rendszerekrél jelentetett meg cikket (7, 7), me-
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lyek szabdlyai a Frege-Hilbert stilust kalkulusokénal joval kozelebb &llnak a
gyakorlatban haszndlt érvek 1épéseihez, és megengedik dtmeneti, késébb to-
rolheté feltevések bevezetését. Az altaluk targyalt rendszerek tovabbi kozos
vondsa, hogy levezetéseik egyaltalan nem, vagy csak kis mértékben tamasz-
kodnak axiémaékra, viszont a tipikus Frege-Hilbert stilust kalkulusokéndl
lényegesen tobb levezetési szabdllyal rendelkeznek.

Gentzen sajat rendszerét a Frege-Hilbert stilusii rendszerekkel szembedl-
litva a természetes levezetés kalkulusdnak nevezte:

A logikai levezetések formalizalasa, kiilonosen ahogyan azt Frege,
Russell és Hilbert tették, meglehetésen tavol all a gyakorlatban
a matematikai bizonyitdsokban alkalmazott levezetési formak-
tol. [...] Ezzel szemben én el6szor egy olyan formalis rendszert
kivintam felépiteni, mely a lehetd legkozelebb all a valosagos
érveléshez. Az eredmény egy , természetes levezetési kalkulus”
lett [...] (7, 68. 0.)

Tagabb értelemben természetes levezetési rendszereknek szoktdk nevezni a
Gentzen eredeti kalkulusdhoz kozel all6, de azzal nem tokéletesen meg-
egyezl levezetési rendszereket is. Ezek koz0s sajatossdga, hogy — habar
hasznalhatnak axiémékat is — alapvet&en levezetési szabdlyokra épiilnek,
és szabalyaik némelyike megengedi bizonyos feltevések toriését is a leveze-
tés feltevéseinek halmazabdl.

A kovetkezdkben réviden bemutatjuk a klasszikus kijelentéslogika egy olyan
természetes levezetési rendszerét, mely igen kozel 41l Gentzen eredeti kal-
kulusahoz. Erdemes megjegyezni, hogy a korabban targyalt Frege-Hilbert
stilusi kalkulushoz hasonléan ez a rendszer is helyes és teljes, tehat bizo-
nyos értelemben se tobbet, se kevesebbet nem nytjt a kordbbi kalkulushoz
képest — az alapvetd kiillonbség a premisszaktol a konkliziéhoz valod eljutéas
modjdaban &ll.



